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EINLEITUNG 
Eine ganze quadratische Form in n Variablen ist ein Polynom 
fE ax1 9 .*., X,] in den Variablen X,, . . . . X,, das die Form 
mit fg E Z hat. 
Einer ganzen quadratischen Form f in n Variablen mit Indexmenge 
{ 1, . . . . n) lHl3t sich auf folgende Weise eine graphische Darstellung 
zuordnen: Wlhle als Punktmenge { 1, . . . . H). Falls fi, < 0 fur i <j, verbinde 
die Punkte i und j durch -JY Kanten der Form 
--; 
I i 
falls fi,. > 0 fur i < j, so verbinde die Punkte i und j durch fi,. Kanten der 
Form 
o----o ; 
r j 
im Fall fti= 0 bleiben die Punkte i und j unverbunden. Umgekehrt 
beschreibt eine solche graphische Darstellung eindeutig eine ganze qua- 
dratische Form. 
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Zum Beispiel reprasentiert 
die ganze quadratische Form XT + X2 + X: + Xi - X, X, - X2X, - X,X, + 
2X,X,. Wir werten eine ganze quadratische Form f auf n-Tupeln ganzer 
Zahlen aus und bezeichnen die so erhaltene Funktion Z” -+ Z ebenfalls mit 
$ Die kanonischen Basisvektoren von Z” bezeichnen wir mit e(i), 1~ i < n. 
Ein Element z = (z i , . . . . z, ) E Z” he& positiv, falls z # 0 und zi 3 0 fiir alle 
i. Wir schreiben in diesem Fall z > 0. 1st zi# 0 fur alle i, dann heiBt z 
aufrichtig. 
Sei nun f eine ganze quadratische Form in n Variablen. 
Man nennt f schwach positiv, falls f(z) > 0 fur aile positiven z E Z”. Ein 
Element z E H” mit f (z) = 1 heiI3t Wurzel von $ 
Ein Paar (f, z) mit ZE Z” wird tiblicherweise in folgender Form 
dargestellt: man ersetzt jeden Punkt i in der zu f gehijrigen graphischen 
Darstellung durch die ganze Zahl zi. 
So stellt zum Beispiel 
3 
I 
2-A---C----5--4--3-2 
eine ganze quadratische Form mit einer aufrichtigen, positiven Wurzel dar. 
Wir bezeichnen diese quadratische Form, die in der Lie-Theorie von 
Bedeutung ist, mit gCs). Sie ist schwach positiv (sie ist sogar positiv definit 
CBou 1). 
In [Ov] hat Ovsienko gezeigt, daI3 fur positive Wurzeln z schwach 
positiver ganzer quadratischer Formen immer zi< 6 fur alle i gilt. Die 
quadratische Form gCs) zeigt, da13 die Zahl 6 wirklich auftritt. 
Ovsienko hat ebenfalls gezeigt, da13 die Zahl 6 nur dann auftreten kann, 
wenn fur die Variablenanzahl n > 8 gilt. Wir zeigen in dieser Arbeit, daI3 
eine schwach positive ganze quadratische Form, die eine aufrichtige, 
positive Wurzel z mit zi = 6 fur ein i besitzt, ein Polynom in hochstens 24 
Variablen ist. 
Sei f eine quadratische Form in n Variablen mit ganzzahligen Koeffizien- 
ten. Ein Element z E Z” mit f (x + z) =f(x) fiir alle x E Z” nennt man einen 
Radikaluektor von J: Die Menge der Radikalvektoren von f bildet eine 
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Untergruppe von Z”, das Radikal rad f von J: 1st U eine Untergruppe von 
Z” und existiert eine Untergruppe u’ E: rad f mit Z” = U@ u’, so heil3t f 
Radikalerweiterung von f ) “. 
Zum Beispiel ist folgende ganze quadratische Form eine Radikaler- 
weiterung von gCpJ: 
Diese quadratische Form ist eine “Ausbreitung” von gC8) (siehe §2), wir 
bezeichnen sie mit gCz4). Sie ist schwach positiv und besitzt genau eine 
aufrichtige, positive Wurzel, namlich zCz4) := 6e(o) + Cifo e(i). 
Beachte: 1st z eine positive Wurzel von gCz4) mit z, =O, dann gilt 
0 < zi d 1 fur alle i. 
Istfeine schwach positive ganze quadratische Form, und sind z(l), . . . . z(n) 
positive Wurzeln von f, so bezeichnen wir die quadratische Form 
g: Z” -+ Z, die gegeben ist durch g(x,, . . . . x,) =f(Cy= i x,z(i)), mit 
flZ(l),...,z(n). . . . Offenslchtllch 1st flZ(l),..., +) g anz und schwach positiv. 
Zum Beispiel gilt: 
Sind 6(l), . . . . b(n), . . . . b(m), 
. . n <m, positive Wurzeln von gC24J mit den 
Eigenschaften 
(1) CYsl Ni)=Cf4, e(i), 
(2) b(l) = e(w), 
(3) zu jedem j> n existiert ein no (2, . . . . n> mit b(j) -&n(j)) E 
rad g(24)T 
dann ist f:= g(24) I b(l ), _.., 6(n) g anz und schwach positiv und besitzt eine 
aufrichtige, positive Wurzel z mit z1 = 6, namlich 6e(l) + I;=2 e(i) + 
CJL+ 1 44j)). 
Beachte: g(24) ist Radikalerweiterung von jedem solchen f (siehe 48). 
Umgekehrt gilt: 
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KATZ. Sei f eine schwach positive ganze quadratische Form in n 
Variablen, und sei z = (zl, . . . . z,) E Z” eine aufrichtige, positive Wurzel von f 
mit z1 = 6. Dunn gibt es positive Wurzeln b(l), . . . . b(m) von gC14,, 
(24>)m>,n, mit 
(1) Ci’=“=, bti)=C:4_I e(i), 
(2) b(l) = e(w), 
(3) zu jedem j>n existiert ein K(j)E(2,...,n) mit b(j)-b(E(j))E 
rad g(24), 
so da~f=g(24)Ib(l),...,b(n). 
Dieser Satz ist das Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit. 
Daraus folgt: 
KOROLLAR. Sei f eine schwach positive ganze quadratische Form in n 
Variablen, und sei z = (zI, . . . . z,) E Z” eine aufrichtige, positive Wurzel von f 
mit z1 = 6. Dunn ist f positiv semidefinit, n < 24, der Rang von r-ad f ist n - 8, 
und f ist Radikalerweiterung von gC8,. 
Wir erinnern daran, da13 eine quadratische Form f in n Variablen mit 
ganzzahligen Koeffizienten positiv semidefinit hei&, falls f(z) B 0 fiir alle 
ZEZH. 
Als Nebenergebnis erhalten wir eine Abschatzung fiir die Anzahl a 
positiver Wurzeln einer schwach positiven ganzen quadratischen Form f, 
die eine aufrichtige, positive Wurzel z mit zi = 6 fur ein i besitzt. Es gilt 
113 < a < 418 923 665. Dabei ist 113 die Anzahl positiver Wurzeln der 
ganzen quadratischen Form 
Ovsienko hat gezeigt, daB diese quadratische Form unter allen schwach 
positiven ganzen quadratischen Formen, die eine aufrichtige, positive 
Wurzel z mit zi = 6 fur ein i besitzen, eindeutig bestimmt ist als diejenige 
mit der kleinsten Anzahl positiver Wurzeln. Die Anzahl positiver Wurzeln 
von g,,, ist 418 923 665. Diese Zahl hat die Primfaktorzerlegung 
5.83 784 733. 
Die Anzahl der maximalen, positiven Wurzeln von glz4) ist 138 915 000 = 
23. 34. 54. 73, und fiir jede dieser Wurzeln z gilt z, = 6 (dabei heigt eine 
positive Wurzel z maximal, falls es keine Wurzel y mit y-z > 0 gibt). 
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Eine Anwendung unseres Satzes in der Darstellungstheorie endlich- 
dimensionaler Algebren sol1 noch genannt werden. Sei k algebraisch 
abgeschlossener Kiirper, sei A eine endlich-dimensionale k-Algebra, die 
darstellungsgerichtet (“directed” [RI.]) ist. Sei M ein unzerlegbarer, treuer 
A-Modul. Nach Ovsienko sind die Vielfachheiten (dim M)a der einfachen 
A-Moduln S(a) in einer Kompositionsreihe von M immer ~6. Gilt nun 
(dim M)a = 6 fur ein a, so ist A eine Kipp-Algebra (“tilted algebra”) vom 
Typ [E, oder E,. Insbesondere ist die Anzahl der Isomorphieklassen ein- 
father A-Moduln 8 oder 9. 
Wir miichten nun das Beweisprinzip des Satzes bzw. den Aufbau der 
Arbeit angeben. 
Ein Hilfsmittel fur den Beweis der Abschatzung n 6 24 ist das Studium 
sogenannter egularer Paare (f, z), die wir in Kapitel 4 einfiihren. Dabei 
bezeichnet f eine schwach positive ganze quadratische Form und z eine 
Wurzel vonf mit z, = 6 und 0 < zi < 1 fiir i # o. Die iibrigen Bedingungen, 
die an ein regulares Paar (f, z) gestellt werden, sind eher technischer Art. 
Wir zeigen in Kapite12, dal3 jedem Paar (f, z), wobei f eine schwach 
positive ganze quadratische Form und z eine maximale, aufrichtige, 
positive Wurzel von f mit z, = 6 ist, durch “Ausbreitung” von f genau ein 
regullres, aufrichtiges Paar (j: Z) zugeordnet werden kann. Die Anzahl der 
Variablen von fist mindestens genauso grol3 wie die Variablenanzahl von 
J: Urn eine obere Schranke fi.ir n zu linden, geni.igt es daher, regulare, 
aufrichtige Paare zu betrachten. 
In Kapitel 3 fi.ihren wir bestimmte Basiswechsel, sogenannte Gabrielov- 
Transformationen, ein und zeigen in Kapite14, dal3 sich jedes regullre, 
aufrichtige Paar durch Gabrielov-Transformationen in ein regular-es, zen- 
trales Paar (f, z) iiberfiihren hi&, d.h. f hat die Eigenschaft foi= - 1 fur 
alle i # 0. 
Kapite15 beinhaltet wichtige Eigenschaften regularer, zentraler Paare. In 
Kapite16 betrachten wir regulare, zentrale Paare (f, z), die sich durch 
inverse Gabrielov-Transformationen in regulare, aufi-ichtige Paare iiber- 
fiihren lassen. Wir zeigen, da13 zu jedem k $ F(z) ein je F(z) exisitiert 
mit e(j) - e(k) E radf (dabei bezeichnet S(z) die Menge {i) zi # O}). Damit 
ist gezeigt: Jede schwach positive ganze quadratische Form, die eine 
aufrichtige, positive Wurzel z mit zi= 6 fur ein i besitzt, ist positiv semi- 
definit. 
Welche inversen Gabrielov-Transformationen miiglich sind, untersuchen 
wir in Kapitel 7. Dabei stellt sich heraus n < 24, und es existiert bis auf 
Numerierung der Variablen genau ein regulares, aufrichtiges Paar in 24 
Variablen, namlich (gCZ4), zCZ4)). 
In Kapite18 schlieBen wir den Beweis des Satzes ab, indem wir zeigen, 
da13 zu jedem regullren, aufrichtigen Paar (f, z) positive Wurzeln 
b(l), .-., b(m) von gr14) existieren mit xy= 1 b(i) = x2, e(i) und b( 1) = e(o), 
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so da0 f= gtz4) h, . . . . b(m)- Wir zeigen aul3erdem: 1st f eine schwach positive 
ganze quadratische Form, die eine aufrichtige, positive Wurzel z mit zi = 6 
fur em i besitzt, dann ist gC14) eine Radikalerweiterung von f, und fist eine 
Radikalerweiterung von gCgj. Und fur die Anzahl u positiver Wurzeln von 
f gilt die Abschatzung 113 < a < 418 923 665. 
Kapite19 beinhaltet eine Liste aller Paare (f, z), fur die gilt: f ist eine 
schwach positive ganze quadratische Form mit Koeffrzienten d 1, und z ist 
eine maximale, aufrichtige, positive Wurzel von f mit zi = 6 fur ein i. .4us 
diesen Paaren erhllt man durch “Ausbreitung” samtliche schwach positive 
ganze quadratische Formen f mit maximalen, aufrichtigen, positiven 
Wurzeln ? mit Zi = 6 fur ein i. 
1. VORBEMERKUNGEN 
Sei f eine ganze quadratische Form in n Variablen. 
Falls die Indexmenge Z von f nicht explizit angegeben wird, nehmen wir 
Z= (1, . . . . rr> an. - 
Die zu f gehiirige symmetrische Bilinearform ( , )J beziiglich der 
kanonischen Basis {e(l), . . . . e(n)} ist gegeben durch die symmetrische 
Matrix f(f-,),, mit fJ=J.i fiir i>j, und fji= 2 fiir alle i. Man beachte? 
2(e(i)? e(j))f=fq und f(z) = (z, z)~ fiir alle z. 
Wir definieren dif(z) := 2(z, e(i))f= 2zj + Ci,jfgzj. Also ist di f eine 
Linearform gegeben durch 2Xj + Cj+,fgXj. Dieses ist gerade die i-te par- 
tielle Ableitung von f: Es gilt di f (z) E Z fur z E Z”. Das Radikal rad f van 
f enthalt genau die Vektoren z E Z” mit dj f (z) = 0 fiir alle i (s. [Ri, l.l( 1)] ). 
liquivalent hierzu ist: 
1.1. Sei f eine ganze quadratische Form. Es gilt e(i) -e(j) E rad f genau 
dann, wenn fik =fik fur alle k. (Beachte, fii = 2 fur alle i (so.).) 
1.2. Sei f eine schwach positive ganze quadratische Form. Dann gilt 
fja - 1 fur alIe i < j. Besitzt f eine aufrichtige, positive Wurzel, dann gilt 
au$?erdem fV < 2 fur alle i <j (s. [Ov.] j. 
Ein Element z E H” mit f(z) = 0 nennen win Nullwurzel von J 
Beachte: Die kanonischen Basisvektoren e(i), 1~ i < n, sind positive 
Wurzeln von L genannt einfache Wurzeln. 
Wir fiihren folgende lineare Abbildungen ci: Z” -t Z” ein: a,(z) = 
z - di f (2) e(i). Offensichtlich gilt vi(z) - z 2 0 oder z - ai 2 0. Ferner ist 
zu beachten, da13 die Abbildungen ci Wurzeln auf Wurzeln abbilden. 
1.3. Fur eine positive, nicht-einfache Wurzel z einer schwach positiven 
ganzen quadratischen Form f gilt 1 di f(z)1 < 1 $2 alie i~T(z) 
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(s. [RI, 1.1(4)]), und es existiert ein ie F(z) mit dif(z) = 1 (s. [RI, 1.1(5)]). 
Ist z zusiitzlich aufrichtig, dann gilt di f (z) 3 0 ftir alle i genau dann, wenn 
z eine maximale Wurzel ist (s. [Ri, 1.1(6)]). 
Sei ein Vektor z = (zr, . . . . Z,)E Z” gegeben. Wir nennen die Menge 
F(z) := {i 1 zi # 0} den TrCger von z. 
1st z eine maximale, positive Wurzel einer schwach positiven ganzen 
quadratischen Form f, dann nennt man einen Punkt i des TrCgers F(z) 
von z mit dif(z) # 0 (also d,f(z) = 1) einen ausgezeichneten Punkt von Z. 
1.4. Sei z eine maximale, positive, nicht-einfache Wurzel einer schwach 
positiven ganzen quadratischen Form f, dann existiert entweder genau ein 
ausgezeichneter Punkt i mit zi = 2, oder es existieren zwei verschiedene 
ausgezeichnete Punkte i, j mit zi= 1 =zi (s. [RI, 1.1(7)]). 
Eine quadratische Form f mit ganzzahligen Koeffiienten heiBt positiv 
definit, falls f positiv semidefinit ist und 0 der einzige Radikalvektor von f 
ist. 
Fur die folgenden ganzen quadratischen Formen wlhlen wir die in [Ri] 
verwendeten Bezeichnungen: 
x ------ 
L% 
C(2) 
C(3) 
C(4) 
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C(5) 
Diese quadratischen Formen sind nicht schwach positiv (s. [Ri, 1.3 1). Die 
ganze quadratische Form in n Variablen, die gegeben ist durch den 
sogenannten Dynkin-Graphen A, 
ist positiv delinit, also insbesondere schwach positiv, und die ganze qua- 
dratische Form in n + 1 Variablen, die gegeben ist durch den sogenannten 
Euklidischen Graphen A,, . . 
0 
ist nicht schwach positiv (s. [Ri, 1.21). 
Seien f und g zwei ganze quadratische Formen mit Indexmengen 1(f) 
und I(g). Existiert eine bijektive Abbildung R : f(f) 3 I(g) mit fii = gnu),( j) 
fiir alle i, j E I(f), dann nennen wir f und g isomorph und schreiben f= g. 
2. AUSBREITUNGEN GANZER QUADRATISCWR FORMEN 
Im folgenden erweist es sich als vorteilhaft, eine beliebige endhche Menge 
. I als Indexmenge einer ganzen quadratischen Form f zuzulassen. 
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Dann ist f von der Form 
mit fy E H, fi,. =f, fur i #j und Jii = 2 fur alle i E I. 
Die kanonischen Basisvektoren von Z’ bezeichnen wir mit e(i), i E I. 
DEFINITION. Sei J=f( X, , . . . . X,) eine ganze quadratische Form. Wir 
nennen eine ganze quadratische Form f Ausbreitung von f, falls fiir f eine 
IndexmengeZderForm {(i,k)Jl<i<n, l,<k~si}mits=(s,,...,s,)~~” 
existiert, so dafl f=f h, 1)), _._, p((n, w und e((i,k))-e((i, 1))~radffi.u alle 
1 < i < n und 1 <k ,< si gilt. f heil3t Azlsbreitzmg von f beziiglich CO, 
OE (1, . ..) n ), falls f Ausbreitung von fist und s, = 1 gilt. 
Offensichtlich ist feine Radikalerweiterung vonS, und es giltf,, kjCi, Ij=fi,. 
fiir alle (i, k), (j, 1) E I. 
LEMMA 2.1. Sei f(X,, . . . . X,,) eine schwach positive ganze quadratische 
Form, und sei f eine Ausbreitung von f mit Indexmenge I = {(i, k) Il< i < n, 
1 d k ,< si}. Dann gilt 
(a) fist schwa& positiv, undfiir alle X E E’giltf(2) =f (x1, . . . . x,) mit 
xi = x2= 1 Zci, k, fiir 1 < i < n. 
(b) Fiir l~i~nsei~z=C~=,Z~~,~)rnitz(~,,,~m, l<k<si. 
Dann gilt: Z= (ZCj, k,)Cj, k,EI E Z’ ist genau dann eine maximale Wurzel von j: 
wenn z = (zl, . . . . z,) E Z” eine maximale Wurzel von f ist. 
Beweis. (a) Fur alle X= (Xukj)Ci,kjEI~Z’ gilt 
=f @I, ---, x,) mit xi= 2 Xuk, fur l<i<n. 
k=l 
1st XE Z* positiv, dann ist such x = (x 1, . . . . x,) E Z” positiv. Es folgt also 
insgesamt, da13 f schwach positiv ist. 
(b) Aus (a) folgt: 2 ist genau dann Wurzel vonj: wenn z Wurzel von 
fist. 1st Z eine maximale Wurzel von j: so ist z eine maximale Wurzel von 
f, denn ware HI = (NJ,, . . . . MI,) E E” eine Wurzel von f mit MY > z, dann gibe 
es eine Wurzel KJ= (WC,,))(,,),,~hf mit C;=, CukJ= wi fur 1 <i<n und 
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IV > Z. Analog zeigt man: Die Maximalitat von z impliziert die Maximalitat 
von 5. 
KOROLLAR 2.2. Seien f undf wie in Lemma 2.1. Dariiberhinaus besitze f
eine aufrichtige, positive Wurzel. Dann gilt: f besitzt genau dann eine 
aufrichtige, positive Wurzel Z, wenn s < w fiir eine maximale, aufrichtige, 
positive Wurzel w von f gilt. 
Gilt s = )I’, so ist Z eindeutig bestimmt, niimlich F = xCi, kjE t e((i, k)). 1st f 
eine Ausbreitung von f beziiglich co, und gilt si = wi fiir i # w, dann ist 
Z= w,e((w, 1)) + c e((i, k)) 
(i, k)tI 
(i.k)f(w, I) 
die einzige maximale, aufrichtige, positive Wurzel von j: 
Beweis. Sei YE (z(i,k))(i,k)el E Z’ eine aufrichtige, positive Wurzel vonf 
Wir setzen ohne Einschrankung ? als maximal voraus. Dann folgt aus 
Lemma2.l(b),daBz~(~,,...,z,)~Z”mitz~=~~~,~~~,,,fiir ldisneine 
maximale Wurzel vonfist, die offensichtlich such aufrichtig und positiv ist. 
Die Annahme s > ~1 fur eine maximale, aufrichtige, positive Wurzel w von 
f fiihrt 2u einem Widerspruch zur Maximalitat von IV, denn es gilt dann 
z > s > w. Also s 6 ~2. 
Die iibrigen Behauptungen sind mit Lemma 2.1 leicht zu verifizieren. 
DEFINITION. Eine ganze quadratische Form f hei& vollstiindig kontrahier 
bar, falls e(i) - e(j) E rad f fur alle i, j mit fii = 2. 
Offensichthch gilt 
Bemerkung 2.3. Sei f eine schwach positive ganze quadratische Form 
mit j9 < 2 fur alle i, j. Dann ist f genau dann vollstandig kontrahierbar, 
wenn f Ausbreitung einer schwach positiven ganzen quadratischen Form g 
ist mit g,, < 1 fur alle k < 1. 
3. GABRIELOV-TRANSFOMATIONEN 
Sei f eine ganze quadratische Form mit fk.= - 1. 
Sei G,,: Z’” -+ Z” gegeben durch 
also 
G,,b, , . . . . x,z) = (XI) . ..) x k- 1, -xk-xI> xk+ 1, . . . . -y,h 
Gk;I(YI, -->Yn)=(Y,, . . ..yk--l.yk+L’h.Vktl, .-.,,;,,h 
90 OSTERMANN AND POTT 
also 
G;: e(i)= e(i) fiir if/ 
40 + e(k) fiir i= 1. 
Sei (Gklf)(~lv .-., YJ =fKG’h, .-y ~0. 
Es gilt 
(a) Gklf ist gunz. 
Beweis. e(k) + e(l) ist Wurzel von f: 
(b) x 2 0 und xk 2 xI genau dann, wenn Gklx 2 0 fir x E Z”. 
(b’) x 2 y impliziert G; lx 2 Gk[ ’ y fir x, y E 2’“. 
(c) Ist f schwa& positiv, dann ist such Gkl f schwach positiv. 
Beweis. (Gklf)(y) =f(G;l y) 2 1 fiir y > 0. 
Cd) . (Gklf)(Gkl xl =fb) und (GRIX, GM.Y~+~= (x3 y)f.Fr x9 Y E En. 
(e) Sei i#j, 
(A7 fir i,j#l 
Beweis. 
(Gk,f Iii = 2(40, 4A)Gk,f 
= ~(G,F,’ e(i), G,&’ e(j))f 
( 
2(4i), 4A)f fiir i,j#l 
= 2(4k) + W,e(j))f fiir i=Z 
2(4i), 0) + 4O)f fiir j=l. 
Also gilt such 
(Gk~fh= 2(4k) + 44, e(k))l- 
= 2(4k), 4k))f+ 2(40, e(k)), 
=2-1=1. 
(f) (diG/c/f J(U) 
falls i # I 
(dlf)(G~‘y)+(dkf)(G;‘~~) falls i=l nzit “‘“’ 
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Beweis. 
(WM~)(Y) = 2(4i), yJGk,f 
= 2(G;’ e(i), Gil y)f 
= 2(4i), Gil u),- 
i 
fur if1 
2(40, Gii l Y)~+ 2tetkh Gkl’ ~)r fur i=I. 
Die quadratische Form G,, f ist also gerade die quadratische Form f bzgi. 
der Basis {e(l), . . . . e([- l), e(Z) + e(k), e(Z+ l), . . . . e(n)}. Basiswechsel 
dieser Art wurden zuerst von Gabrielov in [Gal betrachtet. 
DEFINITION. Sei z Wurzel einer ganzen quadratischen Form J Wir 
nennen Gkl eine Gabrielov-Transformation fiir (J z), falls fkl= - 1 und 
zk > zI > 1. Wir nennen G,“[,, (1 Q v d r) eine Folge von Gabrielov-Transfor- 
mationen fi.ir (f, z), falls fur alle 1 < v d r gilt: G,“/, ist eine Gabrielov-Trans- 
formation fik tGk,-,h-,-.Gk,J Gk,-,l,-,--Gkll,4. 
Eine inverse Gabrielov-Transformation Gi ’ bezeichnen wir im folgenden 
mit H,,. 
4. ZENTRIERUNG 
DEFINITION. Sei f eine schwach positive ganze quadratische Form, und 
sei z eine Wurzel vonf: 
Das Paar (f, z) heiI3t regdiir, falls gilt: 
(1) z,=6, O<zi< 1 fiir i#o, 
(2) O<d,f(z)dl fur alle i, 
(3) L.<,,= -1 und d,f(z)=O fiir alle i#F(z), 
(4) fii d 2 fur alle i, j. 
(A z) heiI3t aufrichtig, falls z eine aufrichtige Wurzel von f ist. 
(f, z) heiBt zentral, falls foi = - 1 fur alle i # w. 
Bemerkung 4.1. (f, z) ist genau dann regular und aufrichtig, wenn z 
maximale Wurzel von f mit z, = 6 und zi = 1 fiir alle i # w ist. 
Beweis. Fiir die Regularitat von (f, z) brauchen wir nur (2) und (4) zu 
verifizieren. Dieses gilt aber nach (1.3) und (1.2). Die Umkehrung ist wegen 
(1.3) leicht zu verifizieren. 
Korollar 2.2 besagt, da13 man jedem Paar (A z), wobei f eine schwach 
positive ganze quadratische Form und z eine maximale, aufrichtige, 
positive Wurzel von f mit z, = 6 ist, durch “Ausbreitung von f beziiglich O” 
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ein regullres, aufiichtiges Paar (A Z) zuordnen kann. Dieses ist bis auf 
Numerierung der Variablen eindeutig. 
In [Ov] hat Ovsienko gezeigt, da13 ein zentrales Paar (J z), wobeifeine 
schwach positive ganze quadratische Form mit Koeffizienten < 1 und z 
eine maximale, aufrichtige, positive Wurzel von f mit 5, = 6 ist, bis auf 
Symmetrie von Y(Z) eindeutig bestimmt ist, namich (A z) = (f,,,, z&: 
3 
Die quadratische Form fCs, ist Z-aquivalent zu g,g), also sogar positiv 
detinit. 
Das zu (.fc,j, Z(P)) g ehiirige regulare, aufrichtige Paar bezeichnen wir mit 
u”Wj? Z(W). Wir bezeichnen die Punkte von fCi3) folgendermaben: 
Wir setzen X, := {CI, ct’, CC”}, X1 := {pi, /I;, /Iz, pi} und X3 : = 
v9 6’3 YIY 723 1’31. 
LEMMA 4.2. Sei (f, z) regultir und zentral. Dam gilt f (3cz, zfc13). 
Beweis. Wir kiinnen ohne Einschrankung annehmen, da13 (f, Z) 
aufrichtig ist. Wegen der Regularitat von (f, z) ist z maximal. Wir zeigen, 
dab f vollstandig kontrahierbar ist. Dazu beniitigen wir: 
(a) Fur alle i, j mitf# = 2 sind z + e(i) -e(j) und z + e(j) -e(i) maxi- 
male, positive Wurzeln vonJ 
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Ohne Einschrankung gelte dif(z) < djf(z). Es folgt 
1 <f(z -I- e(i) - e(j)) = 1 + 2 + dif(Z) -djf(z) -“& 
= 1 + dJ(z) - d,f(Z) < 1, 
also dif(z) = d,f(z). 
Damit ist gezeigt, da13 sowohl z + e(i) - e(j) als such z + e(j) - e(i) eine 
positive Wurzel von f ist. Diese Wurzeln sind such maximal, denn sonst 
gibe es eine maximale, positive Wurzel w von f mit iv, = 6 und 
z. k#o’vk=13 (CkZo wk > 13 ist wegen 1 d,f( w)l < 1 nicht miiglich! 
(s.1.3)), also ware (a,(w)),= 7 wegen dmf(w)= - 1. Dieses ist jedoch 
nach [Ov] ein Widerspruch zur Voraussetzung, daQ f schwach positiv ist. 
Wir zeigen nun 
(b) Falls fi,. = 2, ist e(i) - e(j) Radikalvektor von 5 
Fur i =i ist die Behauptung trivial. Sei also im folgenden i #j. Nach (1.1) 
geniigt es, die Gleichheit- von f& und fjk fur alle k nachzuweisen. 
Weil dkf(Z+e(i)-e(j))=d,f(z)=d,f(z+e(j)-e(i)) fur kE {ij) gilt 
und da z, z + e(i) - e(j) und z + e(j) - e(i j maximale, positive Wurzeln von 
f sind, gilt nach (1.3): 
und 
0 6 dkkf(z + e(i) -e(j)) < 1 
0 6 dkf(Z + e(j) - e(i)) < 1 fiir alle k. 
Wir betrachten dkf(z + e(i) - e(j)) = dkf(z) +fik-fik. 
Falls dn-f(z) = 0, gilt dk(Z + e(i) - e(j)) =fik -fjk 3 0, alSO fik a&k. 
Wegen der Symmetrie von z + e(i) - e(j) und z + e(j) - e(i) gilt such 
fx < jjk . Also fik =fik . 
Im Fall dkf(z) = 1 erhalt man dkf(z + e(i) - e(j)) = 1 +fik -fik. Hier 
folgt fik <&, weil dkf(z + e(i) - e(j)) d 1 ist. Ausgehend von der Wurzel 
z + e(j) - e(i) ergibt sich analog fik >fjk. 
Damit ist (b) bewiesen. 
Also ist f vollstlndig kontrahierbar. Daher folgt wegen [Ov] aus 
Korollar 2.2 und Bemerkung 2.3, da13 f Ausbreitung von ff8) beziiglich w 
mit si= (z(~))~ fiir i#w ist. Also stimmt f bis auf Isomorphie mit fCIZ) 
iiberein. 
Offensichtlich ist eine schwach positive ganze quadratische Form f mit 
aufrichtiger, positiver Wurzel zusammenhangend beziiglich Kanten der 
Form +--c , d.h. zu je zwei Punkten i#j existiert eine Foige von 
Punkten i = a,, a,, . . . . a, =j, Y > 1, mit faydU+, = - 1 fiir alle v E (0, . . . . r - I>. 
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DEFINITION. Wir nennen 
W-..- 
I .i 
Kantenzug von i nach j und bezeichnen ihn mit A0 ,..,jj. 
Die Anzahl der Kanten von A,, ,,,, j) bezeichnen wir als Liinge e(A Ci, ...,j,) 
van A (i, ...,i). 
Wir detinieren den Abstand A( i, j) von i nach j, i # j, als min e( A0 ...,j,). 
SATZ 4.3. Sei f eine schwach positive ganze quadratische Form, und sei 
z eine maximale Wurzel von f mit z, = 6 und zi = 1 fir alle i # co. Damn gibt 
es eine Folge Gku,, (1 < v < r) von Gabrielov-Transformationen fiir (f, z), so 
&J (Gkrlr . -. %,.L G,, . . ’ Gk,,, z) regular und zentral ist. 
Beweis. Nach Bemerkung 4.1 gilt 
(a) (f, z) ist regular. 
Wir zeigen nun 
(b) 1st (J; z) regular, fwk = - 1 =fkl mit I# U, ke Y(z) und 
dk f (z) = 0, dann ist such (GklJ; Gklz) regular. 
Zu(1): (Gkl~)i=~ifiir i#kund (G,,z),=z,-z/=1-l=O. 
Zu (2): (diGkl f )(G,,z) = dif(z) fur i# 1 und (dlGklf)(Gklz) = 
4f (z) + &f(z) = 4f(z), da &f(z) = 0. 
Zu(3): Sei i#Y(G,,z). Da i#l, gilt (Gklf)ui=foi und 
(djGkl f )(Gklz) = dj f (z). Fur i # k verwende die Regularitlt von (A z). Fiir 
i = k ist nach Voraussetzung fwk = - 1 und dk f(z) = 0. 
ZU (4): Es gilt (Gkl f )ii=Lj < 2 fur alle i, j# I wegen der 
Regular&it von (J z). Sei nun I E {i, j}. Wegen (Gkl f )ij = (G,, f )ii kiinnen 
wir ohne Einschrinkung i= I annehmen. 
Falls jET(Gklz), gilt (Gklf)[j<2 nach (1.2). Falls j$T(G,,z), gilt 
1 d (Gf )(Gklz + 48 -e(l)) = 3 - (d&f)(%z) - (&f)~. Da nach (2) 
(dhc,f)(Gk/z) 2 0, fokt (Gf)j/ 6 2. 
Es bleibt zu zeigen: 
(c) 1st (f, z) regular und nicht zentral, dann existieren k, 1 E 9 (z) mit 
l#Wf,,= - 1 =fkl und d,f(z) = 0. 
Ohne Einschrankung sei (A z) aufrichtig. Dann ist z wegen der 
Regularitat von (f, z) maximal (s. Bemerkung 4.1) 
Da (f, z) nicht zentral ist, existieren Punkte k, 1 mit 1 # w und 
fok = - 1 = fkl. Angenommen, es gilt: 
(*) Fur alle k und fiir alle i#o mitfwk= -l=fk(gilt dkf(z)=l. 
Wir setzen d := {XI 2(x, 0) 2 2}, a := )&I. 
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Sei fok = - 1 =fkl mit 1# w, also 1 E &. Da (cT~z), # 0, (cT~z)~ = 0 und 
(cJ~z)[ # 0, existiert ein Kantenzug do _,_. k,, w) mit k’ # k. 
Wegen (*) gilt dkf (z) = 1. 
Wir zeigen nun fkkZ = 2. 
Weil f schwach positiv ist und fok = - 1 =fok, gilt, folgt fkkr 2 0. 
Angenommen, fkkr = 0. Dann gilt dk, f (crkz) = dkc f (z - e(k)) = dkr f (z) - 
fkkg = dkV f (r) = 1, also ckrckz = z-e(k) - e(k’). Es existiert demnach ein 
Kantenzug A (i, _._, k”, w ) mit k” # k, k’ und dkrr f (z) = 1 (wegen (*)). Dieses ist 
jedoch ein Widerspruch, da z nur zwei ausgezeichnete Punkte besitzt 
(s. (1.4)). 
Angenommen, fkks = 1. Dann gilt dkc f (Gubkz) = dk, f (2 - e(k) - e(w)) = 
dkc f (z) -fkk. -fo,kf = 1, und somit (Tp’(T,gkz = z-e(k) -e(o) - e(k’). Da 
k, k’ $ Y(crk,rr,akz), erhalt man ebenfalls einen Widerspruch dazu, da0 z 
nur zwei ausgezeichnete Punkte besitzt. Also gilt fkk, > 1. Weil andererseits 
f,&'d 2, folgt fkk'= 2. 
Wir unterscheiden un die Falle a = 1 und a > 2. 
1st a = 1, dann ist f 1 io, k, k,, [) von der Form 
(Ware fo,= 1, besabe f‘ wegen (*) mehr als zwei ausgezeichnete Punkte.) 
Es gilt (Gklf)krI=l, (d,G,,f)(G,,z)=d,f(z)+d,f(z)=O+l=l und 
(dk, GkI f )(Gk,z) = 1. Dieses ist jedoch ein Widerspruch, denn weil 
(&fb-~Gnrrp Gk,z\s-(~~,-') ) regular, zentral und aufrichtig ist, ist Gklf 
eingeschrankt auf T(Gklz) nach Lemma 4.2 isomorph zu fc13), also 
(G/df),w= 2. 
Sei nun a > 2. Wir zeigen, da13 sich dieser Fall auf den Fall a = 1 zuriick- 
fiihren la&. Hierfiir geniigt es zu verifizieren, .dalj G,, f eingeschrankt auf 
T(Gklz) ebenfalls die Eigenschaft (*) besitzt. 
Seien p, q E T(Gkrz), d.h. p, q # k, mit (Gklf)op = - 1 = (G,,f),, und 
q # u. Fur p = I ist (* ) erfiillt wegen (d,Gkl f )(Gkfz) = 1. 
Sei p # 1. Falls q # Z, gilt fmp = - 1 = f,,. Da f nach Voraussetzung (*) 
erfullt und da p # k, folgt p = k’ und damit (d,G,, f )(Gklz) = 1. Falls q = 1, 
gilt - 1 = (Gkif )pfpL +fpky also fpl= -1 oder fpk= -1. Ware fpk= -1, 
dann wgref I{,,, k} von der Form A,. Also gilt fpL = - 1, also p = k’ und 
damit (dpGklf)(Gkrz) = 1. 
481:126:i-7 
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5. EIGENSCHAFTEN REGULXRER, ZENTRALER PAARE 
DEFINITION, Sei (J; z) regular und zentral. Wir nennen eine Teilmenge 
X von Y(z) Komponente uon F(z), falls gilt f 1% %fCr3)lxi fiir ein 
iE { 1, 2, 3). 
LEMMA 5.1. Sei (f, z) reguliir und zentral. Sei Jo Y(z), k 4 5(z) mit 
fjk = 2. Dunn gilt: 
(a) j ist kein ausgezeichneter Punkt von z. 
(b) e(j) - e(k) ist Radikalvektor vorz f 1 3Cr)v ik). 
(c) Fiir I$~(z)u {k} giltf,<&. 
Beweis. (a) Wegen dkf(z) = 0 gilt 1 <f(z - e(j) + e(k)) = 1 +f(e(k) - 
e(j)) - dif(z) 6 1, also dif(z) = 0. 
(b) Als Folgerung aus (a) erhalten wir, daf3 y := z - e(j) + e(k) eine 
positive Wurzel vonfist. Nach Lemma 4.2 giltf 1 sCiJ %:fC13) zf IrCv). Sind 
also a, a’ die ausgezeichneten Punkte von z, dann stimmen sie mit 6 und 
6’ iiberein und sind wegen a, a’ E T(y) such gleichzeitig die aus- 
gezeichneten Punkte von y. Denn sie sind charakterisiert als die einzigen 
Punkte mit f,,, = 2 in der Komponente, die X3 entspricht. 
Also 
fiir 1~ {a, a’} 
fur IE Y(y)\(a, a’>. 
Fur ZE Y(y)\(a, a’} gilt also O=d,f(y)=d[f(z-e(j)+e(k)‘)= 
4f @I-fo+fi= -f@+fik. 
Fiir IE {a, a’> gilt 1 =d,f(y)=d,f(z)-fU+f,= l-fr,+fik. Also 
fU=frk fur alle /~F(y)=(Y(z)u {k))\(j). Fur f=j gilt die Gleichung 
nach Voraussetzung. Damit ist nach (1.1) die Zugehorigkeit von e(j) - e(k) 
zu dem Radikal von f Irjrju IkI gezeigt. 
(c) Sei nun 14 Y(z) u {k}. Weil ((r,( J' + e(l))), = 7 gilt, kann nach 
[Ov] y + e(Z) nicht Wurzel von f sein. Also gilt 2 <f(y + e(l)) = 
l+l+d,f(y)=2+d,f(z)-f,+f,=2-f,+f,, alsoftiGk. 
Sei (f, z) regular. Fiir k $ Y(z) setze T(k) := {i E S(z)] fik = 1 }. 
LEMMA 5.2. Sei (f, z) reguliir und zentral. Sei k +! 9 (z) und Lk d 1 ftir 
ale i E T(z). Dunn ist die Menge V(k) bis auf Symmetrie von Y(z) eine der 
folgenden: 
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Beweis. 1st z $Z V(k) fiir i= 1, 2, 3, etwa q~&\(&n V(k)), so ist 
die Einschrankung von f auf {IX, a,, az, u3, k 1 von der Form C(2). 
1st X3 E V(k), so besteht die Menge V(k)\X3 aus einem einzigen Punkt 
p, also bis auf Symmetrie von T(Z) entweder p = c( oder p = /I?~. Also ist die 
Einschrankung vonfauf {o, a’, /Yi, fi2, yi, y2, yJ, 6, k} von der Form C(6). 
1st X, E Y(k), so besteht V(k)\X2 aus genau zwei Punkten p9 q. 
GehSren p, q zu {a, cl, y1 ,6}, so ist die Einschrankung von f auf 
{o, CI”, /Ii, /I*, k, y2, y3, S’> von der Form C(4); gilt p = 6, q = 6’, so ist die 
Einschrankung von fauf {w, M”, /Ii, b2, k, yl, y2, y3) von der Form C(4). 
Bis auf Symmetrie von F(Z) ist der einzige verbleibende Fall 
Y(k)= {BI, Pi, 82, P;;Y~, ~2). 
Sei nun Xi c -Ir(k). Da V(k)\Xl dann aus genau drei Punkten besteht 
und somit nicht ganz X1 enthalt, konnen wir /I; $ F-(k) annehmen. Gilt 
V(k) n X3 c (d}, so enthalt V(k) n X, mindestens zwei Punkte, deshalb 
kijnnen wir /I1 E Y(k) annehmen, und die Einschrankung vonf auf (0, a”, 
k, fii, pi, yi, yZ, yx, a’} ist von der Form C(5). Enthiilt Y(k)n& 
entweder hijchstens -zwei Punkte oder aber drei Punkte, von denen 
mindestens einer zu (6, S’} gehiirt, dann gibt es in X3\(V(k) n X3) zwei 
Punkte p, q mit f,, = 1. Enthllt Y(k) den Punkt /?‘, nicht, so ist die 
Einschrankung von f auf {o, k, CI, /I;, pi, p, q} von der Form C(3). Da 
V(k) n X3 s (6 > schon behandelt wurde, bleiben bis auf Symmetrie nur 
die Falle Y(k)= { ~,~‘,u”;P,,Bi;y~) und Wk)= (a,a’,a”;~~,y~,~~) 
iibrig. 
6. EXISTENZ VON RADIKALVEKTOREN 
Sei (f, Z) regular. Sei k,,E T(z), und seien k,, . . . . k,,$F(z) paarweise 
verschieden mit fkim ,ki = 1 fur 16 i < m. 
Setze 
f WI :=f, 
fCi1 := ffkLk,-,fCi- 11 
z[O] := z, 
z[i] := Hk+-,z[i- l] 
und entsprechend 
fur 1 < i Q m. 
SATZ 6.1. Sei (f, z) reguliir, zentrai. Sei kOE F(z), und seien 
k 1, . . . . k, 4 Y(z) paarweise verschieden mit fk,_,k, = 1 ftir 1 d i < m. Sei f Em] 
schwach positiv. Dann existiert zu jedem ki, 0 < i< m, ein jiE F(z) mit 
e(j,) - e(k,) E radf, und es gilt fkik, = 1 ftir i # j. 
Beweis. Wir beweisen den Satz mit Induktion nach m. 
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Fur m = 0 ist nichts zu zeigen, denn in diesem Fall leistet j, = k0 das 
Gewiinschte. 
Sei nun m 3 1. Nach Voraussetzung gibt es ji E Y(Z), 0 < i < m - 1, mit 
e(j,) - e(ki) E rad f: Wir zeigen zunlchst 
(a) Es existiert ein j, E F(z) mit fimkm =2 und fimkO 3 1. 
Angenommen, es gilt fjkm < 1 fur alle j E 5(z). 
Sei X die Komponente von T(z), die k0 enthalt, und seien X’, X” die 
beiden anderen Komponenten. 
( * ) Existiert ein 0’ E X’ A Y(k,) und ein a” E X” n Y(k,), dann 
ist die Einschrankung von f[m] auf {o, a’, a”, k, _ i > von der Form A,, 
denn f,,=O fur UE X’u X”, und fur m > 1 folgt fak,-, = 0 fur 
a E X’ u P’ aus der Induktionsvoraussetzung. 
Also stimmt Y(k,) nach Lemma 5.2 bis auf Symmetrie von Y(z) 
entweder mit {a, ct’, a”; yr, yz, y3) oder mit (/I,, /I;, fi2, /I;; yr, y2j iiberein. 
Wir betrachten zunlchst den Fall m = 1. 
1st T(k,)= (c(, CX’, cr”; yl, y2, y3), dann gilt bis auf Symmetrie von T(z) 
entwider k, = o( oder k0 = y , . 
(**I Falls b=a, ~~~fC~11~w,or,a~,8,,B~,Y,,Y~,P,~ van der Form 
ci 
also nicht schwach positiv, denn diese quadratische Form besitzt 
als positive Nullwurzel. 
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Falls k. = yI 3 ist SC1 II (w. Lz, p1,Bz.y,,yz.y3~ van derForm 
Y2 Y3 
also %-aquivalent zu C(3). 
Im verbleibenden Fall T(k,)= (fir, j3;, /I?, /I;; yl,y2) ist bis auf Sym- 
metrie von Y(z) nur k, = p1 oder k,= yi moglich. Falls ko=bl, ist die 
Einschrlnkung vonf[l] auf (0, a, jr, /I*, yl, yZ) von der Form 
Y2 
Isomorph zu dieser quadratischen Form ist such f[ 1 ]I (w,cI, B,,BL,yL.pZi, falls 
k, = y, . Diese quadratische Form besitzt jedoch 
als positive Nullwurzel und ist demnach nicht schwach positiv. 
Also existiert ein j, f Y’(z) mit fjlk, = 2. 
Wir betrachten nun den Fall m > 1. 
Nach Induktionsvoraussetzung existiert j,,- I E Y(z) mit fimmrkm-l = 2. Es 
gilt fim-,km = 0. Denn falls fi,- ,k, = 1, ist such Hkammif[m- l] schwa& 
positiv. Also ist Hkam-, f schwach positiv. Daher existiert gemal dem Fall 
m = 1 ein j, E F(z) mit fin&, = 2. Dieses ist jedoch ein Widerspruch zur 
Annahme fik, d 1 fiir alle j E Y(z). 
Falls Y(k,) = { 4 a’, am; yl, y2, 131, gilt he {yl, hr y3, 4 6’) wegen f* 1 
und ( ** ). Da nach Induktionsvoraussetzung k, und j, _ 1 derselben Kom- 
ponente von Y’(z) angehiiren und da j,- I 4 Y(k,), folgt j,- I E (6,6’). 
Dieses ist aber wegen Lemma 5.1(a) nicht erlaubt. 
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Im Fall OL)= {PI, Pi, A, B;; yl, y2} gilt dam jnz--l~ {IL 6, S’>, 
also j+i = y3 wegen Lemma 5.1(a). Wir konnen k,-* #yi annehmen. 
Aus der Induktionsvoraussetzung folgt fYLkmml =f.,, = 1. Dann ist 
flmll co, a, pl, pz. y,. krnFll van der ~-01-m 
also nicht schwach positiv (s.o.). 
Damit ist gezeigt, da13 ein j, E Y(z) mit L&km = 2 existiert. Wir wissen 
daher wegen Lemma 5.1(b), da13 e(jnZ) - e(k,) Radikalvektor von 
f L-(Z)” {km) ist. Es gilt fimkO > 1 fur m 3 1. Denn sonst ware fimkmm, = 0, und 
wegenf[m]i,k,-, =f[m - l]jm,m-, -f[m - lljmkm = 0 - 2 = -2 w&ef[m] 
dann nicht schwach positiv. 
Wir zeigen nun 
(b) f++= 1 fur O<i<m. 
Dazu verilizieren wir zunachst fkZk, 2 1 und beweisen anschliehend 
fkik, < 2 mit Induktion nach m - i. 
Angenomme+ fktkm = 0 fur ein i, dann gilt filkm= 0 nach Induktions- 
voraussetzung und Lemma 5.1(c). Ausfimkm =2 und aus Lemma 5.1 (b) folgt 
nun &.Jm = 0. Dieses ist jedoch ein Widerspruch dazu, daD die Punkte ji und 
j, in derselben Komponente von Y(z) liegen. Sie gehoren nlmlich beide zu 
der Komponente, die k0 enthllt (s. (a)). Also gilt fk,km B 1 fur 0 < i < m. 
Urn die Gleichheit zu beweisen, geniigt es daher zu zeigen, dal3 es kein i, 
0 < i < m - 1, gibt mit fktk, = 2. 
Fur m - i = 1, also i = m - 1, gilt die Aussage nach Voraussetzung. Sei 
nun die Behauptung richtig fur m - i < r - 1, r >, 2. Zu zeigen ist fkikm # 2 
fur i=m-r. 
Angenommen, fk,k, = 2 fur i = m - r. Dann gilt such f [iI,+, = 2. Dann 
gilt 
flIi+llkikicl= -1, 
f Ci+ llkikm =f CiL,k,-f Cilk,+,k, = 2 - 1 = 1, 
fCi + 1 lkikp =f CG+ -fCjlk,+,kp = 1 - 1 = 0 
fur i+ 1 <p-cm, 
f Ci+ llkpkq= 1 fur i+ 1 <p<q<m. 
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Wir zeigen nun, dai3 fur alle i <j < m gilt 
(1) fCjll {k,,k,+,, ._., kj) ist von der Form Aj _ i + r, 
(2) fm& = 1, 
(3) fCjlk,kp=O f+j<p<m, 
(4) f[l&k, = 1 fiirj<p<q<m, 
(5) fC&,k, = Ofiiri<p<j=cq<m. 
Seien diese Eigenschaften fur alle i <j < s - 1~ m - 1 erfiillt. 
Es gilt f[s] kpkq =fCs - llkpkr fiir p, q #s - 1, d.h. die Eigenschaften 
(2)-(4) sind fiirf[s] erfiillt, und es geniigt zu veritizieren, da13 
und 
fbhc-,k, = - 1 =fblk,p,k,p~r 
fblk,k,-, = o fur i<p<s-2 
fblk,m,kq = o fur s < q d m gilt. 
Es ist f[slk,-ik,= - 1 und f[Slks-lks-2=f[S- lIks-Ik,-z-fCS- 11k,ks-2= 
-l-O= -1. Zusammen mit f[~]~+-,=f[~- l]kpk,-I-f[~- lIkpk,= 
O-O=0 fur i<p<s--2 folgt, da13f[s]I(k,,,.,,k,1 von der Form II-~+~ ist. 
Wegenf[,s]k,-,kq=f[S- l]k,-,k,-f[~- lIkskq= l- 1=0 fur s<q<m ist 
such die Eigenschaft (5) fiir f[s] erfiillt. 
A 
Wie man leicht nachrechnet, ist f[m] ( (k,, ._,, k,,-iI dann von der Form 
m-1-i. Dieses zeigt die Richtigkeit der Behauptungfktkm = 1 fur 0 < i c m. 
Es folgt nun der Beweis von 
(c) fjmk, = 1 fur alle 0 < i < m. 
Da ji, 0 < i < m, und j, zu derselben Komponente von T(z) gehoren, 
gilt wegen (a) und Lemma 5.1(b) einerseitsfj,ki=fjmj,> 1. Mit (a), (b) und 
Lemma 5.1(c) erhllt man andererseits fimki <fkmki = 1. Damit ist die 
Behauptung (c) bewiesen. 
Es bleibt zu zeigen 
(d) fkmk=fjmk fur k$y(z)u (kr, . . . . k,;. 
Lemma 5.1(c) liefert fimk <f&k. Angenommen, fimk < fkmk. Es gilt 
~(z[~11)=~(z)u {kl, . . . . km}, f [~~ljmk,,,=2v (dkf[ml)(z[ml)=dkf(z! 
= 0 und (dk, f [m])(z[m]) = 0. Weil auberdem j,, nicht ausgezeichneter 
Punkt von z ist (s. Lemma 5.1(a)) und d,f(z) = (d, f [m])(z[m]) gilt, ist 
y:= z[m] - e(k,) + e( j,) eine Wurzel von f [m] und (dk f [mj)( y) = 
f [mfj,k-f [mlk,k=fj,k-fk,k<O. Dam gilt kE~t~.k)‘), ah (&fCml) 
(sky) = - 1 und damit (c~,cT~Y)~= 7, d.h. nach [Ov] ist f [In] nicht 
schwach positiv. Das ist jedoch ein Widerspruch zur Voraussetzung. 
Damit ist der Satz vollstandig bewiesen. 
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FOLGERUNGEN. Die Elemente j, = k,,j,, . . ..j.,, sind paarweise 
verschieden, und es gilt sogar figi; = 1 fur i # i’, d.h. sie gehiiren zur gleichen 
Komponente X von T(z). 
Keines der ji, 1 < i < m, ist ausgezeichneter Punkt von z. 
Esgilt~#~~.Falls~=~~,istm~1,undfalls~=~~,giltm~3fiir 
j,~ (S, 8’) und m<2 fiirj,E (yr, y2, y3}. 
Wir fiihren nun einige neue Notationen ein, die im folgenden 
beweistechnische Bedeutung haben. 
DEFINITION. Sei (f, z) regular, zentral. Seien j,,, . . . . j,, k,, .,., k, paar- 
weise verschieden mit j,, . . . . j, E T(z), k,, . . . . k, #Y(z) und e(j,) - e(kj) E 
rad f fur 16 i < m. Wir nennen L = (j,, . . . . j, ; k, , . . . . k,) Strickleiter (in j,) 
der Lange m, falls Hkmk,-, .. . HklkO f mit k, =j, definiert ist. Seien 
L = (j,, . . . . j,; kl, . . . . k,) und L’ = (jb, . . . . ji; k;, . . . . k:) Strickleitern. Wir 
vereinbaren: L # L’, fallsj, #jb und k, # kb fur alle 1 <p d m und 1 < 4 < s. 
Zu einer Strickleiter L = (j,,, . . . . j,; k,, . . . . k,) detinieren wir HCL) := 
H hnkm-1 . . . H klko’ 
Satz 6.1 besagt also: 
Sind die Voraussetzungen von Satz 6.1 erfiillt, dann existiert eine Strick- 
leiter L = (jO, . . . . j,; k,, . . . . k,) mit f [m] = HcL’f und fk& = i fur i # j. 
Bemerkung 6.2. Sei (f, z) regular, zentral, und seien L,, . . . . L, paarweise 
verschiedene Strickleitern. Sei rc E 6,, wobei 6, die symmetrische Gruppe 
von { 1, . . . . r} bezeichnet. Dann ist HtLr) . . . HCLILf definiert, und es gilt 
H(Lr) . . _ H(Ll)f= H(b)) . _ . H(~.'df 
Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Voraussetzung, dal3 
L I, --*, L, paarweise verschieden sind. 
DEFINITION. Sei (A z) regular, zentral, und sei L = (j,, . . . . j,; k, , . . . . k,) 
eine Strickleiter. Dann nennen wir (j,, . . ..j.) Kette zu L der Lange m. 
BEACHTE. 1st (f, z) regular, zentral, und ist {L,, . . . . L,) eine Menge 
paarweise verschiedener Strickleitern, dann ist die quadratische Form 
H(Lr) . . . HCL1)f offensichtlich bis auf Numerierung der Variablen eindeutig 
durch die Menge der zu den Strickleitern Li, 1 ,< i < r, gehijrigen Ketten 
bestimmt. 
Daher gentigt es oft, statt einer Menge paarweise verschiedener Strick- 
leitern die Menge der zugehorigen Ketten zu betrachten. 
LEMMA 6.3. Sei (A z) reguliir und zentral. Sei k, E Y(z), und seien 
$ F(z) paarweise verschieden mit fk,-,ki = 1 fib 1 < i4 m. Sei 
SCHWACH POSITIVE QUADRATISCHE FORMEN 103 
Dann ist H k,+,k,-, f [m] nicht schwach positiv. 
Beweis. Angenommen, Hkm + , k, _, f [m] ist schwach positiv. Es gilt 
1 =f[mlk,-lk,+i=f Cm- llk,-Lk,+l-f Cm- llk,k,+l 
=fk+,k,j,+l -f&,&,+1. 
Wir konnen daher von folgenden Fallen ausgehen: 
(a) fk,-lk,+L = 2 undfk,k,+, = 1, 
(b) fk,-I&,,,= 1 undfk,k,+,=o. 
Im Fall (a) liefert (Hk,+,k,_L f[mlh,-lk,=f [mlk,,-lk,n-f [mlkmk,+,= 
- 1 - 1 = -2 einen Widerspruch zu unserer Annahme, da13 Hk,+ ,&,-, f [m] 
schwach positiv ist. Im Fall (b) ist wegen f[m - l]k,_lk,+, =fkmmtk,+, = 1 
und 
(Hkm+,km-, fCm- ll)k,-Ik,=f Cm- llk,_tk,-f Cm- llk,,z+ik, 
=fk,-,k,-fk,+,k,= l--O= 1 
au& Hk,k, - , H/c,,, + , k, - t f [In1 - I] detiniert und Stimmt mit Hk,+ ,k,- I f [??I 1
iiberein. Das bedeutet, dal3 such Hk,+,k,-l f [m - l] schwach positiv ist. 
Nach Satz 6.1 existiert also ein j,+,~F(z) mit e(j,+,)-e(k,+,)E 
radf, und es gilt fkok,+, = 1. Weil nach Voraussetzung such f [m] schwach 
positiv ist, liefert Satz 6.1 such f&,& = 1. 
Sei X die Komponente von F(z), die k, enthllt, und seien X’, Xx” 
die beiden anderen Komponenten, dann gilt fak,+[ = 0 =fQkm fur alle 
aEX’uX”. 
Wegen fk,k,,,+, = 0 ist die Einschrankung von f auf (0, k,, k, + L, a’, a” 1 
mit a’ E X’, a” E X” dann von der Form C(2j. Wir erhalten also im Fall 
(b) wiederum einen Widerspruch zur Annahme, da13 Hk,+ Ik,-, f [ntj 
schwach positiv ist. Damit ist das Lemma bewiesen. 
FOLGERIJNGEN AUS SATZ 6.1 UND LEMMA 6.3. Sei (5~) regular und 
aufrichtig, und sei (f’, z’) ein regulires, zentrales Paar, das durch 
Anwendung einer Folge von Gabrielov-Transformationen aus (A Z) 
entsteht. Dann existiert zu jedem k $ S(z’) ein je S(z’) mit 
e(i) - e(k) E radf’, d.h. f’ ist Ausbreitung von f(g), also insbesondere 
Radikalerweiterung von fcs,. 
Also gilt: fist positiv semidefinit. 
Wegen rad f= {xl f (x) =0} (s. [Ri, 1.1(l)]) ist leicht zu zeigen, daD .f 
vollstindig kontrahierbar ist. 
Als Zwischenergebnis halten wir also fest: 
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LEMMA 6.4. Sei j-(X,, . . . . X,,) eine schwach positive ganze quadratische 
Form, und sei z = (zl, . . . . z,) E Z” eine aufrichtige, positive Wurzel von f mit 
zi= 6 fiir ein i. Dunn ist f positiv semidefinit. 
Ferner gilt: Jedes regulare, aufrichtige Paar (f, z) kann durch eine 
Menge von paarweise verschiedenen Strickleitern bzw. Ketten beschrieben 
werden. 
DEFINITION. Sei (f, z) regular, zentral. Eine Menge {L,, . . . . L,} von 
paarweise verschiedenen Strickleitern nennen wir zuliissig, falls 
ff(Lr’) . . . HcLILf schwach positiv ist. 
Die zu einer zulassigen Menge von Strickleitern gehorige Menge von 
Ketten bezeichnen wir ebenfalls als zulbsig. 
BEACHE. 1st {Li, . . . . L,} zulassig, dann gilt sogar (HCLr) ... HCLLlf; 
H(L,j . . . H(LI) Z) ist regular. 
7. DIE SCHRANKE 24 
LEMMA 7.1. Sei (J; z) regultir und zentral. Seien (x,, . . . . x,) und 
(yo,...yS) Ketten mit x,,#yo,yr=xj und ~~+~=x~fir O<i<j<m und 
0 < r < s - 1. Dunn ist {(x,, . . . . xm), ( yO, . . . . y,)} nicht zuZ&sig. 
Beweis. Seien L := (xc), . ..) x,; k,, . ..) k,) # (yo, . ..) y,; ft;, . . . . kg =: L’ 
Strickleitern mit yr = xi und y, + , =xi fur O<i<j,<m und O,<r<s--1. 
Angenommen, (L, L’} ist zulassig. 
Wir betrachten zunachst den Fall j = i + 1. Es gilt 
(H’L”H’Ltf) 
k,k; = tHk,+,k, . . ’ &+,Hk,kof )k,k; 
- (Hki+Iki..‘HkzklHklkgf )k,k;+l 
=fk,k;-fk,,,k;-fkik;+, +fk,+,k;+, 
=l-2-2+1=-2. 
Also ist HcL’)HcLlf nicht schwach positiv. 
Da m, s< 3 und da X~E (6, S’} im Fall m= 3, also wegen y,# (6, S’}, 
1~ I < s, i > 0 gilt, bleibt nur noch der Fall j = i + 2 zu betrachten. Es gilt 
(HcL’)HcL)f) k,k,+, = (Hki+,k;...Hkzk,Hk,kOf)kik;+l 
- (Hk;+,k, . . . Hk2k, Hk,kOf )kik, + 2 
= - 1 -fkik;+z +fk,+,k,+z 
=-1--1+1=-l, 
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WiL"H?fhik;= Wk,+,ki-- HkziqHw,,fh,k; 
- (f&i+ ,k, . .. H,qk,&,k,,fh;k;+~ 
=fk,k;-fk,c,k;-fk,li;.,+fki+,k;+i 
=1-l-2+1=-1, 
W(L')H(L!f)ki+,k;= V&ciclk~+, ...Hk*k,Hk,kOf)kr+I,~; 
- (ffk,+gcr+ I . ..Hkzk.Hk,kgf)li,+,k;+L 
=fk,+,k;-fki+zk;-fk,+,k;+I +fki zk;+, 
=1-2-1$1=-l. 
Also ist die Einschrankung von H(L”H(L)fauf (kj, ki+ r, ki} von der Form 
A,, und somit ist HtL’)HCL)f nicht schwach positiv. 
FOLGERUNGEN AUS LEMMA 7.1. (1) Eine zukissige Menge uon Ketten 
enthiilt hiichstens eine Kette der Form (x0, xl, .x2) mit X~E {yl, y2, y3} f6r 
OdiG2. 
Beweis. Angenommen, {(~~,~~,~2),0)~,~1,~2)}mitXi~~i~{~~,~2,~3~ 
fur 0 < i < 2 ist zulbsig. Da x0 # yO, existiert ein 0 d r d 1 mit I’, = xj und 
Y~+~=x~ fiir O<i<j62. 
(2) Eine zulG.sige Menge von Ketten enthalt hijchstens zwei Ketten 
der Form (x,, x,) mit X,E (]I~, y2, y3} fur O<i< 1. 
Beweis. Angenommen, eine zulhssige Menge von Ketten enthalt drei 
Ketten der Form (x,, x1) mit x0, xr E (vr, 112, 1~~). Nach Lemma 7.1 sind 
diese bis auf Permutation der Punkte y, , ]12, yj von der Form (yl, yZ), 
(y2, 11~) und (yl, yl ). Wie leicht zu verifizieren ist, beschreiben die Menge 
UYl, Y2L CY2, Y3)v (Y3, Yl)> und die Menge {(Y,, y2L (y2, y3,yI)} his auf 
Isomorphie dieselbe ganze quadratische Form. Nach Lemma 7.1 kann 
jedoch t(ylv y2), b2, y3, rl)l k eine zulassige Menge von Ketten sein. 
Aus (2) folgt 
(3) Eine zulhsige Menge von Ketten enthllt hijchstens vier Ketten 
der Form (x~,~, . . .. xi,& mi3 1, mit xljE (6,6’, yl, y2, y3} fur O<j<mi. 
(4) Eine zulassige Menge von Ketten enthalt hochstens zwei Ketten 
der Form (x,, x1) mit xif {fir, &, fi2, fl;} fur O<i< 1. 
Beweis. Angenommen, eine zullssige Menge von Ketten enthalt drei 
Ketten der Form (x0, x1) mit X~E {PI, /?;, p2, 0;). Diese sind bis auf Sym- 
metrie van T(Z) von der Form (/?r, /12), (p’r,p;) und (fi2, or). Nach 
Lemma 7.1 ist dieses jedoch keine zullssige Menge von Ketten. 
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SATZ 7.2. Sei f(X, , . . . . X,,) eine schwach positive ganze quadratische 
Form, und sei z = (zl, . . . . zll) E Z” eine aufrichtige, positive Wurzel von f mit 
zi = 6 fur ein i. Dann gilt n < 24. 
Falls n = 24, ist (f, z) regular und bis auf Numerierung der Variablen 
eindeutig bestimmt, namlich (f, z) = (gCZ4), z(~~,): 
Das Paar (gc24j, z(,,)) wird bis auf Symmetrie von T(z) durch die Ketten 
(81, A), (Pi, l-u (4 Yl? Y2, Yd, (8’9 YI, Y2Y Y3h (Ylt Y2? Yd, (Y2, Y3) 
beschrieben. 
Beweis. Urn eine obere Schranke fiir die Variablenanzahl zu linden, 
geniigt es, regular-e, aufrichtige Paare zu betrachten (s. $2). 
Unter allen zulassigen Mengen von Ketten {(x~,~, . .. . ~i,~,), . . . . 
(x r, 0, .--, x,, ,,,)) sind also die zu bestimmen, fur die gilt XI= i mi ist 
maximal. 
Es gilt xi,O E X2 oder xi,0 E X3. Falls xbOe X2, gilt mi< 1. Im Fall 
xi,,~X,giltmid3,falls?ri,,~{6,6’), undmi<2,fallsxi,,~{y,,y,,y,). 
Unter Beriicksichtigung der Ergebnisse von Lemma 7.1 und den 
Folgerungen erhalten wir: XI= 1 mi < 11, und es existiert bis auf Symmetrie 
von Y(z) genau ein Kandidat fur eine zulassige Menge von Ketten mit 
Z=, mi= 11, nihlich M := ((D1, PI), UC, Bi), (4 ~1, ~2, ~31, Cd’, ~1, ~2, Y& 
(y,, y2, y3), (y2, y,)>. Es bleibt zu zeigen, dal3 M zullssig ist. 
Die Menge M bestimmt das Paar (gC24j, z(~~)). Die quadratische Form 
gC24j ist eine Ausbreitung von gC8) beziiglich w, und damit schwach positiv. 
Damit ist der Satz bewiesen. 
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8. BEWEIS DES SATZE~ 
DEFINITION. Wir sagen, eine zullssige Menge von Ketten M= 
{(x l,O, . . . . xl,m, ) 3 . . . . (x,,~, . . . . x,~,)} lat3t sich regular erweitern, falls 
ein qm, + 1 T 1 $ i < r, existiert, so daB W\(bi,,,, .-, -T~,~J))u 
(Cxi,03 .-.Y Xi,m,v xi,mj+l ) > zulassig ist, oder falls eine Kette (xj,,, . . . . _ ,,m, x. ) mit 
j$ (1, **-, I} existiert, so da!3 Mu ((x~,~, . .. . xj,,)} zullssig ist. 
Wir nennen eine zulassige Menge von Ketten maximal, falls sie nicht 
regular erweitert werden kann. 
Satz 7.2 zeigt insbesondere, da5 die zu (gC24j, zCZ4)) gehorige Menge 
van Ketten ((al, Bd, CD;, B;), (6, yl, y2, Ed, ia’, yl, y2, y3), h y2, rd 
(y2, ]I,)> maximal ist. 
Eine beliebige maximale Menge von Ketten ist bis auf Numerierung der 
Variablen von der Form 
(*I i(PlJ2)V wlYB;)> (4~l,l~...~xl.m,)~ (~‘:-y2,1?-~x*,mz)~ iv19 
x3,1, ...> x3,tn))~ (Y27 Y,)L wobei x,,~(yr,y~,y~j fiir alle l<r<3 und 
1 ds<m,, und aus x,,. =yi, 16i<3, folgt ~~,~+,=y~ mit j>i (s. 
Lemma 7.1). Da die Elemente einer Kette paarweise verschieden sind, gilt 
also insbesondere m, d 3, m2 < 3 und m3 < 2. 
LEMMA 8.1. Sei (f, z) regular und zentral. Set’ L = (j,, . . . . j,; k,, . . . . k,) 
eine Strickleiter, und sei (H’=‘f, H(=)z) regular und aufrichtig. Dann 
ist L’=(j, ,..., j,,j,+, ,..., jm;k, ,..., ki,ki+* ,..., k,), O<i<m-2, eine 
zuliissige Strickleiter mit Gk,+,kiHiL’f lyCGki+ ,k,M~,Z) = HCL”f (TCHci.)Z). 
Beweis. Es gilt (H’L)f)kikj+, = - 1 fiir 0 < i < m - 2. 
Da k,, . . . . k, paarweise verschieden sind, bleibt zu zeigen: 
(Gki+,kiHjki+zki+,fCi+ ‘I),,= (Hk,+2k,+lGki+,kif[i+ ‘I),, fcr de P, 4~ 
F(Gk,,Ik,H(L)~)v d-h. ~3 4 fki+ I- 
Dieses ist leicht zu verifuieren fur p, q # ki. Sei p = ki. Es gilt 
(Gk+ikiHk+zk+, f ci+ ll)k,q=f ci+ llk,g+f ci+ ilk,+;q 
= (Hki+zk,+, G/ci+,k,f[i+ llhi4 
fur q#k,+,. 
Als Folgerung aus Lemma 8.1 ergibt sich 
SATZ 8.2. Sei f eine schwach positive ganze quadratische Form in n 
Variablen, und sei z E Z” eine aufrichtige, positive Wurzei von f mit z1 = 6. 
Dann gibt es positive Wurzeln b( 1 ), . . . . b(n), . . . . b(m) von gfzaj, n < m( < 24) 
mit 
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(2) 41) = e(o), 
(3) zu jedem j>n existiert ein R(j)E (2, . . . . n} mit b(j)-b(R(j))E 
rad g(24) 9 
so da~f=g(24)Ib(l),....b(n). 
Beweis. Wir konnen ohne Einschrankung annehmen, da13 z eine maxi- 
male Wurzel von f ist. Durch “Ausbreitung beziiglich 1” (s. 52) 11l3t sich 
dem Paar (f, Z) ein regular-es, aufrichtiges Paar (f, 5) zuordnen. Als 
Indexmenge von f kiinnen wir die Menge (1, . . . . m}, m 3 n, wihlen. Es 
bleibt daher zu zeigen, da13 es positive Wurzeln b(l), . . . . b(m) von gc14) gibt 
mit CyZ”=,b(i)=Cf41e(i) und b(l)=e(o), so daDf=g~,,,I,(,,,,..,,(,,. Falls 
m = 24, gilt offensichtlich f= gcZ4) / e(r(l )), _,., e(r(24)), wobei r eine Permutation 
der Menge (1, . . . . 24) mit r(l) = w ist. 
Wir zeigen nun: Falls m < 24, existiert eine Folge von Gabrielov-Trans- 
formationen G,“,, 1 < v < r und k,, 1, # w fur alle v, so da13 
LLBt sich (f, Z) durch eine maximale Menge von Ketten beschreiben, folgt 
diese Behauptung aus Lemma 8.1. 1st die zu (f, Z) gehorige Menge von 
Ketten nicht maximal, so la& sie sich zu einer maximalen Menge regular 
erweitern. Damit ist der Satz bewiesen. 
DEFINITION. Sei V,eine freie, abelsche Gruppe. Dann hei& f: V + H 
eine quadratische Abbildung, wenn eine Basis von V existiert, so dal3 f 
beziiglich dieser Basis eine ganze quadratische Form ist. 
Seien f: V--f h und g : W-Z quadratische Abbildungen. Wir nennen 
( V,f) und ( W, g) kongruent und schreiben ( V,f) N ( W, g), wenn es einen 
Isomorphismus ii: V + W gibt mit f =go q. 
Bemerkung 8.3. Sei f: ZH --* Z eine positiv semidelinite, ganze qua- 
dratische Form. Dann existiert eine Untergruppe C von Z” mit 
CO radf = Z”. 
Beweis. H”/rad f ist eine endlich erzeugte, torsionsfreie, abelsche 
Gruppe und ist somit frei. Das bedeutet, rad f ist direkter Summand von 
Z”. 
KOROLLAR 8.4. Sei f eine schwach positive ganze quadratische Form in n 
Variablen, und sei .z E Z” eine aufrichtige, positive Wurzel von f mit z1 = 6. 
Dann ist gCZ4, eine Radikalerweiterung vonA undf ist eine Radikalerweiterung 
von gC8). Insbesondere gilt, der Rang von rad f ist n - 8. 
Beweis. Nach Satz 8.2 existieren positive Wurzeln b(l), . . . . b(n), . . . . b(m), 
n d m( <24), van g(24j mit Cy= I b(i) = Cf”, e(i), b(1) = e(o) und zu jedem 
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i> n existiert ein n(j) E (2, . . . . n ) mit b(j) -6(x(j)) E rad g124). so da0 
S= g, 24) 1 b( 1), ,., bcrtj. Wir zeigen zunachst, dab gCT4) eine Radikalerweiterung 
van f ist. Da gc24)lb(Lj, ....b(m) ’ ’ Radtkalerwetterung von gC2,, lb(r), ,__, bcnj rst, 
geniigt es, die Behauptung fiir den Fall IZ = m zu verifizieren. 
Wir betrachten gCz4, : Jedem in (2, . . . . n) kann man eindeutig ein 
dik (1, . . . . 241 \ o { 1 zuordnen mit q(i) E T(b(i)) und l(q(i), o) > 1(k, w) 
fur alle kE Y(b(i)). Wir zeigen: Zu jedem k$ (p({2, .. . . rz}) existiert ein 
k’ f k mit e(k) - e(k’) E rad gi24), so daI3 {b(l), . . . . b(n)] u {e(k)-e(k’)J k$ 
WC (2, ..a, M 1)) eine Basis von Z24 ist. 
Offensichtlich detiniert R( { 1, . . . . 24 > ) := ( (.x, y) E ( 1, . . . . 24 > x ( 1, . . . . 24 > j
(Q+)~~ = 2) eine biquivalenzrelation auf { 1, ..,, 24). Wie man leicht sieht, 
existiert in jeder Aquivalenzklasse #[IX] ein k’ mit k’ = (p(i) fur ein 
iE (2, . ..) ~1. Wahle fur einen Punkt k mit k$q$(2, . . ..n>) und kE [p(i)] 
den Radikalvektor e(k) - e( cp( i)). 
Wir zeigen nun, da13 f eine Radikalerweiterung von gCs) ist. Sei g eine 
ganze quadratische Form in n Variablen. Wir delinieren g: P/t-ad g + Z 
durch g(X) = g(-u + rad g) = g(x) fur alle X E Z”/rad g. Diese Abbildung 
ist wohldefiniert, denn aus ,U = .P folgt x - y f rad g und somit g(y) = 
g(x - y + 4’) = g(x). 
Wir zeigen (Z”/radJ; f) - (H24/rad gCz4), gCz4)). 
Wir haben bereits gezeigt: Es existiert eine Untergruppe UGH~~ und 
eine Untergruppe Y E radg(,,, mit U 0 P’ = Z24 und gCz4, 1L, =f (U = 
(b(1), . . . . b(n))). Wir konnen daher f: U -+ Z annehmen. Wir zeigen, dab 
ye: U/rad f -+ Z14/rad gCz4, mit rl(u + radf) = II + rad gj24) ein Tsomorphis- 
mus ist mit f= gtz4) 0 ~1. Es ist leicht zu verifizieren, daf3 radf= rad g(,,, n U 
gilt. Also ist q injektiv. Wegen Zz4 = U 0 k’ ist q surjektiv. Da f==gC24) j L 
und da rl bijektiv ist, kommutiert folgendes Diagramm: 
Damit ist gezeigt (Z”/rad f, f) N (Zz4/rad gf24j, gC24)). Offensichtlich gilt 
(H”/rad gC14), gC24)) - (Z”,gC8,). Also ist f eine Radikalerweiterung von gt8) 
wegen Bemerkung 8.3. 
Als Nebenergebnis erhalten wir 
LEMMA 8.5. Sei f eine schwach positive game quadratische Form in 
n Variablen, die eine aufrichtige, positive Wurzel ZE Z” mit zi= 6 f% 
ein i besitzt. Dann gilt ftir die Anzahl a positiver Wurzelrz von f 
113 dad 418 923 665, wobei 113 die Anahi positiver WurzeEn von frs, und 
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418 923 665 die Anzahl positiver Wurzeln von gcZ4) ist (418 923 665 hat die 
Prirnfaktorzerlegung 5 ’ 83 184 733). 
Die Anzahl der maximalen, positiven Wurzeln von gcZ4, ist 
138915000=23.34.54-73. 
Beweis. Lemma 2.1 liefert ein Rezept, wie man aus den maximalen, 
positiven Wurzeln einer schwach positiven ganzen quadratischen Form f 
die maximalen, positiven Wurzeln einer Ausbreitung von f bestimmen 
kann. Da gCz4) Ausbreitung von gC8, ist und gC8) nur eine einzige maximale, 
positive Wurzel MT besitzt, nlmlich 
3 
246 -543-2, 
ergibt sich die Anzahl der maximalen, positiven Wurzeln von g,,,, aus den 
Zerlegungsmoglichkeiten der Koeffizienten tvi von MJ (wi # 6) in wi nicht- 
negative Summanden. Wir erhalten somit 3 .35.10.126.35 a 10.3 = 
138 915 000 maximale, positive Wurzeln von gC14). Analog berechnen wir 
die Anzahl der positiven Wurzeln von gCz4) aus den positiven Wurzeln von 
gC8). Ihre Anzahl ist 418 923 665. Unter den schwach positiven ganzen 
quadratischen Formen, die eine aufrichtige, positive Wurzel z mit zi = 6 fiir 
ein i besitzen, ist die quadratische Form fCs, diejenige, die die kleinste 
Anzahl positiver Wurzeln besitzt (s. [Ov.]). Nach Satz 8.2 gilt dann 
113 <a < 418 923 665. 
9. LISTE 
Nach Lemma 8.1 ist jede Menge von Ketten von der Form (*) (s. S. 28) 
zulbsig. Daher lassen sich alle regularen, aufrichtigen Paare leicht bestim- 
men. Da jede schwach positive ganze quadratische Form f, die 
644 + YEifw e(i) als maximale Wurzel besitzt, vollstandig kontrahierbar 
ist (s. §6), existiert nach Lemma 2.1 und Bemerkung 2.3 ein Paar (g, w), 
wobei g eine schwach positive ganze quadratische Form mit Koeffiienten 
< 1 und w eine maximale, aufiichtige, positive Wurzel von g ist, so daD f 
Ausbreitung von g beziiglich o mit si = wi fur i # o ist. 
Aus der nachfolgenden dreiteiligen Liste erhalt man alle Paare (g, a), 
indem man aus jedem Teil jeweils ein Paar (g”‘, MI(‘)), i= 1, 2, 3, auswlhlt 
und diese Paare dann so “zusammenfiigt,” da13 die. Punkte o mit ~2’ = 6 
identitiziert werden. Eine beliebige schwach positive ganze quadratische 
Form, die eine maximale, aufrichtige, positive Wurzel z mit z, = 6 besitzt, 
ist Ausbreitung einer quadratischen Form g beziiglich w mit s < ~1 fur eine 
maximale, aufrichtige, positive Wurzel )t’ von g mit ~1, = 6. 
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